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VTI. £W /a Stabilite de V Eqnilibre des Figures Pyriforines afectees par line 

Masse Fluide en Rotation. 

By H. Poincare, Foreign Member E.S. 

Eeceived October 29, — Read November 21, 1901. 

Introduction, 

J ? ai ptiblie autrefois dans le Tome 7 des * Acta Mathematica ' mi memoire stir 
fequilibre d'une masse fluide en rotation. C'est a ce memoire que je renverrai 
sou vent dans la suite en ecrivant simplement 'Acta.' Dans ce memoire je decris en 
particulier tine figure d'equilibre particuliere qui est pyriforme, et que pour cette 
raison on peut appeler la poire (pear-shaped figure). 

Cette figure, est-elle stable ? La question ne peut pas etre regardee comme entiere- 
merit resolue. En effet, comme Fa fait remarquer M. Scpiwarzschild, le principe 
de Feehange des stabilities ne peut pas etre applique a ce cas sans modification. 

La condition de stabilite peut etre presentee sous deux formes differentes. Soit U 
Fenergie potentielle de la masse fluide (ou plutot ce que M. Darwin appelle Fenergie 
perdue), oj la vitesse de rotation, J le moment d'inertie, La quantite 

U -f- \or*J 

doit etre minimum, o) etant regarde comme donne. 

La condition est necessaire et suffisante pour la stabilite seculaire, si on suppose 
que la masse est entrainee par frottement par un axe de rotation qui la traverse de 
part en part comme dans les experiences de Plateau, Elle est suffisante, mais elle 
if est plus necessaire, si on suppose que la masse est isolee dans Fespace (cf. ' Acta,' 
pp. 293, 295, 367, 369). 

Voici la seconde forme. Soit /x = coJ, le moment de rotation de la masse fluide, 

la quantite 

iff /* 

U ~~2J 

devra etre minimum, p etant regards comme donne. 

La condition aussi enoncee est necessaire et suffisante, si on suppose la masse isolee 
dans l'espace. 

Cela pose, eonsiderons la serie des ellipsoides de Jacobi, et d'autre part la serie des 
A 306.) 5.4.1902. 
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figures pyriformes, Nous aprons une figure de bifurcation qui appartiendra a la fois 
aux deux series, et que nous appelierons le Jacobien critique. 

Les figures pyriformes n adinettent pas le plan des xy pour plan de symetrie ; on 
doit done regarder comme distincfces deux de ces figures, symetriques Tune de Y autre 
par rapport a ce plan. De sorte que les figures cie la serie pyriforme sont symetriques 
deux a deux, a l/exception bien entendu du Jacobien critique, qui admet le plan des xy 
pour plan de symetrie, 11 est clair que pour deux figures symetriques les valeurs 
de co, de J } et de U sont les memes, 

L'ensemble des deux series pent etre represente schematiquement par une droite 
representant les ellipsoides de Jacobi, et par une courbe ayant cette droite pour axe de 
symetrie, et representant les figures pyriformes. Le point dintersection de la droite 
et de la courbe represente alors le Jacobien critique, et deux points symetriques de la 
courbe representent deux figures symetriques. 

Cela pose, si nous suivons la serie des Jacobiens en allant du moins allonge au plus 
allonge, nous savons que co va en decroissant, tandis que a>«7= /x va en croissant. 

Si nous suivons la serie pyriforme, il est evident que quand nous atteindrons le 
Jacobien critique, co atteindra, soit un minimum, soit un maximum, et il en est de 
m&ne de coj. 

Si nous adoptons le premier critere de la stability fonde sur les minima de la 
fonction U + I-gA/, le principe de Tecbange des stabilites entendu comme il doit Tetre, 
nous enseigne ceci. 

La condition necessaire et suffisante pour la stability s^culaire, si Ton supposait la 
masse entralnde par la rotation d'un axe fixe comme dans les experiences cle Plateau, 
serait que co soit maximum, c'est-k-dire plus grand pour le Jacobien critique que pour 
les autres figures pyriformes. 

Si co est maximum, on aurait pour une valeur donn^e de co superieure au maximum 
une seule figure d^quilibre, un Jacobien stable; pour une valeur donn^e de co 
inferieure au maximum on en aura trois, un Jacobien instable et deux figures 
pyriformes stables, 

Si au contraire co est minimum, on aurait pour une valeur donn.ee de co superieure 
au minimum trois figures d'equilibre, deux pyriformes et instables, et une ellipsoidale 
et stable ; pour une valeur inferieure au minimum on n aurait plus qu une figure 
d'equilibre ellipsoidale et instable. 

Si maintenant nous supposons la masse isoiee dans fespace, la condition reste 
suffisante, mais elle n' est plus necessaire. Pour avoir une condition necessaire et 

suffisante, il faut avoir recours au second critere fonde sur les minima de U — ■- - r ' 

Le principe de l'dchange des stabilites nous apprend alors que la condition necessaire 
et suffisante de la stability seculaire, c'est que co J soit minimum, c ? est-k-dire ? plus 
petit pour le Jacobien critique que pour les autres figures pyriformes. 
Si co J est minimum on aura pour une valeur doimee de co J 
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inferieure au minimum : 1 Jacobien stable, 

superieure au minimum : 1 Jacobien instable, 2 figures pyriformes, stables et 
symetriques Tune de Y autre. 

Si o) J est maximum on aura pour une valeur donnee de a> J 

inferieure au maximum : 1 Jacobien stable et 2 figures pyriformes, instables et 

symetriques l'une de 1'autre, 
superieure au maximum : 1 Jacobien instable. 

La question a resoudre est done de savoir si o> J est maximum ou minimum ; mais 
elle ne peut etre resolue que par un calcul complique. Supposons qu'une masse fluide 
homogene en rotation se refroidisse lentement, elle prendra successivement (dans la 
premiere hypothese co J minimum) la forme d'un ellipsoide de revolution de plus en 
plus aplati, puis celle d'un ellipso'ide de Jacobi, puis celle d'une poire. 

Si au contraire on venait a reconnaltre que a> J est maximum et non minimum, 
on devrait conclure que cette masse apres avoir pris la forme de divers ellipsoides de 
revolution, puis de divers ellipsoides de Jacobi, et avoir atteint finalement celle du 
Jacobien critique, subira tout h coup une deformation enorme et une serie d'oseilla- 
tions, par une sorte de catastrophe subite. 

Diverses raisons contribuent a rendre la premiere hypothese beatfeoup vraisem- 
blable ; neanmoins jusqu'ici la preuve nest pas faite, et je declare tout de suite que 
je ne lapporte pas encore dans le present travail. 

Mais quelle que soit Thypothese qui doive triompher un jour, je tiens a mettre 
tout de suite en garde contre les consequences cosmogoniques qu'on pourrait en 
tirer. Les masses de la nature ne sont pas homogenes, et si on reconnaissait cpie 
les figures pyriformes sont instables, il pourrait neanmoins arriver qu'une masse 
heterogene fut susceptible de prendre une forme d'equilibre analogue aux figures 
pyriformes, et qui serait stable. Le contraire pourrait d'ailleurs arriver egalement. 

A la suite d'une correspondance que j ? ai eue avec M. Darwin, nous nous sommes 
mis Tun et Tautre a etudier la question, et pendant qu'il ecrivait deux memoires sur 
ce sujet, et que dans Tun de ces memoires il determinait les axes du Jacobien critique, 
j'obtenais des resultats qui sont Tobjet du present travail. J'ai forme Tinegalite 
qui doit etre satisfaite pour qu'il y ait stabilite, mais je ne Tai pas traduite en 
chiffres, parce que je me defie de mon habilete arithmetique, et que je ne suis pas un 
calculateur assez sur. 

Les notations dont je fais usage different, malheureusement, beaucoup de celles de 
M. Darwin ; elles se rapprochent de celles de mon memoire des ' Acta ? sans £tre 
tout a fait identiques, parce que je rapporte ici, pour plus de symetrie, les coordonnees 
elliptiques a Tellipsoide : 

o o 

niAi ni*i /yu 

tl i y i .__.__ — i 



/3 3 — a 2 p 2 — b 2 p 2 — c z 
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et non plus h, l'ellipsoide 

. :> O 

p 3 p 3 — 6 3 p 3 — # 3 

corame le faisaient Liouville et Lamk, et com me je Tai fait moi~meme dans le 
m&noire des c Acta/ (Je suppose de phis a 9 > & 3 > cr, an lieu de supposer 6 2 < c 3 .) 

Les indices, que j'attribue anx fonctions de Lame, ne sont pas non plus les memes 
que dans les ' Acta/ Les fonctions que j'appelle ici # 

-/Th j -tl/Qj JlI/Oj JlI/^j UlLk. 

sappelaient dans les c Acta ? : 

(Test la fonction R/ 3(0 = R 5 , qui est la plus importante, parce que c est elle qui sert 
a definir la figure pyriforme ; on la designe quelquefois sous le nom de " third zonal 
harmonic." 

Les fonctions R sont toutes egales, soit a un polynome entier en p 2 ? soit a un pareil 
polynome multiplie par 1'un des trois radicaux 

y(/) s -a a ), y^-n vV-c 3 ) 

soit a un pareil polynonie multiplie par deux de ces radicaux, soit a un pareil polynome 
multiplie par ces trois radicaux. 

Celles de ces fonctions qui sont egales a un polynome en p 3 seront ce que nous 
appellerons plus loin des fonctions de Lame paires et unifovmes. 



Calculs Prehmin aires, 
Soit 



t _j_ ._ V i .-. .. _ -| 

a I 7 1 o -1 

p ( f — cv p { { —■ (r p '" — (r 

r equation de Tellipsoide de Jaoobi de bifurcation que j'appelle E ; soient /), /a, v les 
coordonnees elliptiques deduites de cet ellipsoide ; de sorte que p = p est Inequation 
de jE en coordonnees elliptiques. 

[* In the paper in the ' Acta ' there is a slight inconsistency in the notation adopted, for in one part of 
the paper the first of the double suffixes to the R J s denotes the degree of the harmonic, while in another 
part it is the second which has that meaning. Thus, for example, E/ 2> o is sometimes written R'0,2. Further 
I do not find that Ro is used explicitly in that paper. 

It may be convenient to point out the identities of the R ? s used here with my notation, as used in 
" Ellipsoidal Harmonics" and " The pear-shaped Figure of Equilibrium." They are as follows :— 

R], = ©0 (v), a constant ; R 2 = Pi 1 (v) ; R 3 = % z (v) ; R 4 = f)| (v) ; E 5 - $3 ("). 

The identities of the S functions which occur below are : — 

Si = ®o(v), S 2 = 3Q X J (V), S 3 - 5<© 2 (v), S 4 - 50B|(v), S 5 - 7<© 3 (v).— G. H. Darwin.] 
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On aura : 



2 _ (/ - <**) (M? - a 9 ) (v* - a») 



de meme pour y 1 et z % . 
On en deduit : 



{a? — 6 2 ) (a 2 — c 3 ) 



dss / (/a 8 - a 3 ) (i/» - a 8 ) 



v 



ou : 



dp r V (p 3 - a 2 ) (a s - J 8 ) (a 3 - e 3 ) ' 



/V&\2 /dy\» Afo\3 p 3 (p 3 - P 2 ) (" 3 ~ P 2 ) 

~ [dp] ^ \dp! ^ \dp) " (p 3 - a 3 ) (p 3 - W) (p - c 3 ) 



d'ou pour le carre d'un element d'arc quelconque : 

ris^ = Ahlp* + B % dp? + G % dv % > 

ou 7i et (7 sont formes avec ja et ^ com me .4 avec p. 
II vient alors pour A V Fexpression suivante : 

d (BOdV\ d_/AOdV\ d (ABdV" 

Nous designerons les fonctions de Lame par des Indices. 

R } se reduit a line constante ; It* a v / {p % — a 2 ) ; 1L et R± sont les deux polynomes 
du premiere degre en p 2 ; R h est la troisieme "zonal harmonic." II faut remarquer 
que les indices choisis ne sont pas les mSmes que dans le memoire des ' Acta! 

Les fonctions correspondantes S, M 9 N porteront les memes indices. 

HP et SP seront les valeurs de R t et Si pour p = p {Y 

Nous introduirons les variables elliptiques 6, # i5 0. 2 par les equations 

ae z- pdp 



(p 3 - o s )» (p 3 - wy (p 3 - c°-)i 

1 et # 3 etant formes avec ^ et v comme avec p. 
II vient alors : 

> + ,4 ^ + r 1 

oil : 



cfo* = i dff> + 7 ; dd£ + ji d9i , 



1 1 1 



Formules relatives an Potentiel d'une Simple Couche. 

Le potentiel a Texterieur aura pour expression 

V = tHJRPSMN, 
les if etant des coefficients quelconques, et a Tinterieur 

7 = $HRS«MN. 

V UiJ» V_>A.V^ V 111. " iVt ^ -A. 
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Si nous considerons maintenant les derivees clV/dn estimees suivant la normale ; si 
nous convenons de representor par des lettres accentuees les derivees prises par 
rapport a > il viendra, puisque I = d6/dn :— 

A l'exterieur 



tHR°S f lMW 



tH&R'lMN. 



d V 
dn 
et a rinterieur 

dV 
(in 

La difference 

til (US' -SI?) 1MN 

represente 4ttS, S etant la densite de la simple ccmche, et comme 

SK - US' = 2??. + i 
on aura 

4tt8 = til (2n + 1 ) LMN. 

Si done la densite a pour expression 

tBIMN 

le potentiel a la surface aura pour expression 

tB ^ ■-?-- ffl&JMN. 

Formules relatives ait Potentiel dlune Double Oouche, 

Le potentiel a l'exterieur aura pour expression 

V = tHSMN 



et a rinterieur 



y — Z^ O i JthlVL i.V 






les coefficients etant differents. Comme la derivee dV/dn devra etre continue on 

aura : 



>sons 17 = KRty Ilj = i^S ; ; la difference enfcre les deux valeurs de F pour 

p = /5 sera : 

- tKMN(R 'S - S Q 'R ) = + tKMN(2n + l). 
Ce sera — 4tr> 5 8 etant la densite de la double couclie. 
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Energie de la Simple Couche. 



Cette energie est 



dor etant f element de surface. 



Si 

cela fera 



$Vf* 



4?r 



XBIMN, V = %B --"■ ■ RSMN, 

'hi + 1 



2rrt ft — -B i RS\ UPNhla. 

In -f 1 



'hiergie de la Double Couche. 



Je ne calculerai ici qu'une portion de cette energie, a savoir Fmtegrale 



2 



d' 



dx ) ^ \ dy ) \dz ) _ 



etendue a tous les elements dr de Fespace sauf ceux qui sont compris entre les deux 
surfaces infiniment voi sines qui constituent la double couche, Cette portion est egale a 
dV 



i :i:_ g^ 

* an 



J i 



cVoft 



8 = tBMN, 



dV 

dn 

1 



In -f 1 



2irX - n -~ -- B*R'&\lJ\PN*d<r> 

In -f 1 



Definition de la Poire. 

Par les differents points de j& t 0j je mene des lignes normales aux ellipsoides homo- 
focaux k E ; cest-a~dire des lignes /x = const., v = const., et je les prolonge jusqu k 
la rencontre avec la surface de la poire. Soit o 7 cr un element.de surface de E et dv le 
volume engendre par les lignes ainsi menees par les differents points de dcr , le rapport 



a 



Ivld 



cr, 







sera une fonction de /x et 
la forme : 



de v que je pourrai developper en. serie de Lame sous 



dv/d(r = tl&MiNi . 
2x2 
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Ce sont les coefficients ^qui dejinissent la forme de la poire. 
Parmi ces coefficients, je remarque : — 

1. fj, qui est mil, parce que le volume de la poire est egal a celui de E 0> ce qui 

s ecrit \dv — 0. 

2. f 5 , qui est du premier ordre. 

3. £ 3 et f 4 , qui sont du second ordre. 

4. Les autres £•, qui sont du second ordre, si la fonction M,- est paire, uniforme, et 

d'ordre superieur ; et negligeables dans le cas contraire. 

Assez frequemment, et quand il nen pourra resulter aucune confusion, je sup- 
primerai Tjndice et fecrirai simplement da et dv/dcr an licit de da et dv/da . 



Definition de la Simple Couche C. 

Je considere la couche attirante formee par tons les petits volumes dv 9 et situee 
par consequent entre la surface de la poire et celle de E . Je suppose que Ton 
concentre toute la masse attirante situee dans cette couche sur la surface de E ; nous 
aurons ainsi une simple couche attirante, la densite de la matiere sur Telement da 
etant precisement dv/dcr. 

U attraction de cette simple couche, que j'appelle 2, est a tres pen pres egale a celle 
de la couche C 

Je puis considerer 1' attraction due a la couche C moins V attraction due h la 
couche £ ; elle peut etre consideree comme due a une matiere attirante en partie 
positive et en partie negative ; c est ce que j'appellerai la matiere fft, comprenant la 
couche C prise positivement et la couche S changee de signe. 



Calcul du Potentiel. 
Le potentiel V pourra etre decomposee en trois parties : 

V s=: V y *T" Kg -p I g. 



V l potentiel de E ; F 2 de t ; F 3 de 

Voici quelle est Texpression analytique de V y et de V % , 
Pour V x : — - 

h, Texterieur de E 

a Tinterieur de E 

V l = A'&M^ + A\R z MzNs + A'tRJUtNt + A' IL, 
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les A et les A f etant des coefficients constants et IT le premier membre de 
Fequation de E . 

Rappelons que V 1 est continue ainsi que ses derivees du premier ordre ; d'oti Ton 
pent conclure d'abord : 

A^^A^Rf, A^^A ? !R^ AiS» = A£R«. 

Je puis poser de merae : 

if + # = B l R l M l N i + B s R,M,N ?i + Il,R 4 M^ + B U 

et j'aurai entre les coefficients B et A/ les relations suivantes : 

j9 ATI = 4 ; J 'Ari — A V l = — 4tt ; AJ + tt^ = . 
Quant a F 2 nous aurons : 
a l'exterieur de E, V 2 = S r-^f-r ^RPSMNi , 

& rinterieur de ^ 7 g = S 2 ^ WW • 



Calcul de VEnergie. 

L'energie totale eomprend :— 

1. L'Snergie due a V attraction de E swr lai-m$me. 

2. Lenergie due an moment d'inertie de E . 
Ces deux parties ensemble forment W . 

3. L'energie de E par rapport a 2 (plus l'energie de rotation). Cette somme 
est nulle, car elle est du premier ordre par rapport aux £•, et les termes du premier 
ordre doivent disparaltre puisque E est une figure d'equilibre. 

4. L'energie de 2 par rapport a lui-mSme, qui est, d'apres le memoire des ( Acta/ 
p. 318 : 

2ut- 1 , £m°$Mh &i= \lM?N % H<r. 

In + .1 * J 

5. LJSnergie de E par rapport a j% plus Venergie de rotation de JE ; on en connalt 
les termes du premier ordre, qui sont mils ; ceux du second ordre, qui d'apres le 
memoire des ' Acta,' p. 317, sont : 

mais il faut pousser le calcul plus loin ; soit done 
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ette energie, oil dr represente Felement de volume de JE, de sorte que 

Soit dcr un element de la surface de E , dar Y element correspondant de la surface 
d'un ellipsoide E homofocal a E Q (je considere deux, elements comme correspondants 
quand ils ont m6mes coordonnees elliptiques /x et v). 

Soit d\ un element de la courbe . /x === const. , v= const, , compris entre deux 
ellipsoides E et FJ infiniment voisins et homofocaux k E ; nous aurons 

» 1x 7 dddcr 

(It = cikacr = — 7 - 

D'autre part /tier = l dar 0> oil 

1 i 

/ = _ -±_ / ~ 



Si nous posons [ Fj + |-cy 2 (y 2 -f- ri ' z ) J — A 

,7/1 _. ,7,. W TL^ 2 )* (Po 3 - "*)* _ l: ' dn 

et que nous considerions un instant P comme fonction de u ; nous remarquerons d'abord 
que dr = du dor . 

Developpons P par la formule de MacLaitrin : 



du + ^ thfi + tU: du* 



P = P + w - + -jL'it 2 ' ' ■ + i W 3 



II va sans dire que la variable auxiliaire w a ete definie de facon a s annuler pour 
p = p 0? et que dans P et ses derivees on a fait p = p . Notre variable ii variera done 
de a dv/dcr quand on passera de la surface de E a celle de la poire. 

Alors nous avons pour la portion de Y energie envisagee : 

Pduda = \P ~d,r + i-J^ (l~]d<r» + if|l {laj d(T » + ^f£ (J^J^ 

Le premier terme est mil (puisque \dv = 0) ? le second nous dormerait le terme du 
second ordre 



.V V 



dont j'ai deja donne Y expression d'apres le memoire des i Acta. 5 

Le troisieme va nous donner des termes en £~ £?, et le quatrieme un terme en f*. 
Je commence par rechercher les derivees de P par rapport a u> en fonction des 

ddrivees dp/d$, d % pjdffi. 
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On 9 



dP 



>!u 



d*P 

(M 

(PP 

die 1 



dp tie 

(16 du 



dl\ dO 

tie 1 " GB,r dn 



I, pour p 



Po 



dPdrO cPP feW °- 
dd (hi? "*" d~6* \du 



( 



ip m 



ppdem . <pp fd6' 



ar ecu ccr au ecu a J J 
<16 die + ° d¥ da dvf + d¥ 



3 



$it, 



(i.) 



Tout ce que je veux retenir pour le moment e'est que tWjdu, <P0/dit? 9 dPdjdu? sont 
des fonctions de /x 3 et de z^ 2 symetriques, paires et uniformes (je veux dire par ee 
dernier mot qu'elles ne changent pas quand /x s ou ir tournent autour des valeurs 
singulieres or, Ir, ou c 2 ). Leur developpement en series de Lame ne contiendra done 
que des fonctions de Lame paires et uniformes. II en sera de meme pour dp/du, 
d 2 p/du 2 \ d^pjdifi qui entrent dans les formules : 



dp 



du 



dPdp dAP dPePp , (PP (dpf 9 

-T- r \ 7 ') • = 7 7 + 7 «" ( ~ 1 , &C. . 



* 3 ^ <fa ' ' 



(1 bis). 



Nous supposons bien entendu dans les form ides (i) et (1 bis) qu on remplace partout 
p par p Q a la fin du calcul. 

Une autre difficult £ provient de ce que P n a pas la meme expression analytique a 
Finterieur ou a Texterieur de E . 

Si la couche etait tout entiere a finterieur de E {) (ce qui ne pourrait avoir lieu que 
si on renoncait a fhypothese \dv = 0) nous pourrions reduire P a n, a un facteur 
constant pres, nous aurions en effet : 

P = (A,' + WBy) R.M.N, + (A,' + W^o) n 

le premier terme se reduit a une constante qui u'a pas de derivees. 
II est aise de voir que dlJ/dp se reduit a un terme en p ; de sorte que 



elll 

dp 



dm. 



pu 



ee 



dp' 



o "> 



dp* 



= 0. 



os integrates se reduiraient done, a un facteur constant pres, a 



i 

6" 



r ePIl /dv\* 7 
da 



dp 2 \do-j 



\2" 



cZ 3 p /^pY 



+ v,f??^V<fc 



J <xp 



el ex 



ePp dp el 2 p 

po VI ~r 3 



c£?6 : 



fe f^~ 



J'ecris c/cr an lieu de £/<x 0) en supprimant Tindice 3 devenu inutile. 

Kemarquons que les quantites entre crochets sont les derivees premiere et seconde 

de p dp j du 

Remarquons en outre que 



dP elp 

elp dn 



zIL D 00 



que d/o/rftfc est proportionnel a J, et par consequent dP/dp et d 2 U/dp 2 a 1/Z\ 
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Les termes qui nous interessent sont :— 

1. Dans {dvjclaf les termes 3£ 5 ' 2 £& M^N h z MiNi I' 6 qui donnent 



t *£<# 0£ (<° I) WNMWd*. 



dp* 

II suffira de prendre les fonctions M/iV^; qui sont paires et uniformes, puisque les 

developpements de M^N^, Pd*P/dp* n en contierment pas d'autres. Si on se borne 

aux formules precedentes, ou P est regarde comme proportionnel a II, nous pourrons 

poser 

d?P 1 

— n 

Mq etant une eonstante ; si nous developpons alors : 



n g (p l l )M-*N-* = t Vi M^ 
en serie de Lame, on aura, pour les termes en question : 

Malheureusement toute la masse jft nest pas a I'interieur de J? , c'est done 

d?P 

du* 

qu'il faudrait developper ; et cette expression n'est egaie a M ----- ( p — ) M h *N^ que 

pour les points interieurs a Z% 

2. Dans (dv/do-y le terme f^^JVg 4 ce qui donne : 



! £4 
2 4 



d 2 i> d 2 / A 



ba . dp 3 du*\ dnl ° ° 



Nous reviendrons sur tous ces points plus en detail. 
6. IJenergie de % par rapport a j$t. 

C'est 

Vodr 

dtendu a ffa, e'est-a-dire etendu a C en supprimant ensuite les termes du second degre ; 
eela fait, puisque 



dv , . ., CdVo fdv'y 1 



d?VJdvv> 



V,dr = V.dudcr = V.ydcr + £ f^ y~) da+ } ^l~) da 
cela fait, dis-je, puisqu'on doit supprimer les termes du second degre : 

« J <*« v^y ^ + 6 J ^«» l^y ^ 
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Les derivees d VJdit, etc. , se calculeraient comme dP/du, etc. , et on y ferait a la fin du 
calcul p = p . 

Les termes qui nous interessent sent : 



dans (dv/do-J 
dans (dv/do-y 






Quant a V . nous devons distinguer le cas ou JJJ est interieur a i£ , et celui oil JU est 



exterieur a E Q . 



Dans le premier cas les termes interessants sont : 

P ~ tte*M 6 »N i *M i N i B? s iS i ~l do 



H 



du 



+ $\l 2 2^1 £&WfN£WiB!& d l da 



+ 1 i%m & w^ 



4m- 



JtoQ /rW\ 3" 

A ^6^ + ^ B MX 







#a". 



Dans le second cas ils deviennent : 



4tt 

rr 



^ v- t^M h z N 6 m i N i R & S 6 ~ da- 

CvU 



A 



+$\p 



2rr Zi&MtNmiNiR&i ~ do 



n + 1s „5^ 6 ^t 5 —,-..,-,- Jrfw 



+ i|^ 5 W 5 W> 



4tt 
"7 






dot* 



Si m est en partie exterieure et en partie interieure a .E il faudra employer une 
formule mixte. 

7. L'energie de JE par rapport a J8J. 

Pour Tobtenir il faut calculer le potentiel de JH et dabord revenir sur Tetude du 
potentiel dune double couche. # 

Considerons une double couche tres mince, mais non infiniment mince. Elle se 
compose de deux surfaces attirantes, S et %\ tres pen differentes Tune de l'autre. Je 
eonsidere une serie de courbes que j'appelle C, de fagon que par chaque point de 
l'espace passe une courbe C et une seule. Ordinairement on prend pour les 
courbes C les normales a %. Dans les applications qui vont suivre, je prendrai 
les courbes p = const., v = const. 

Deux points de 2 et de 2', se trouvant sur une meme courbe C, sont dits corre- 

* Je prie le lecteur de bien remarquer que pendant quelques pages, et jusqu'a nouvel avertissement, 
beaucoup de lettres n'ont plus la meme signification que dans ce qui precede et dans ce qui suit. 
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spondants. L'hypothese qui sert de definition a la double couche, c est que les masses 
attirantes qui se trouvent sur un element de % et sur Telement correspondant de %' 
sont egales et de signe contraire. 

Cela pose soit M un point de S, M le point correspondant de X', soient V et V le 
potentiel de la double couche en M et en M f . II s'agit d'evaluer la difference 
V- F. 

1. Dans le cas ou la double couche est infiniment mince, on a par un theoreme bien 

connu \ 

V - V = 4ttS . MM! . cos r 

3 etant la densite de la matiere au point M, JOP la distance des deux points 
oorrespondants M et M \ y Tangle de la courbe C avec la normale a 2. 

Je rappelle d'ailleurs que si la courbe C est normale aux deux surfaces, c est-a-dire 
si y = 0, la derivee normale dV/dn est continue, meme quand on franchit la double 
couche ; et que par consequent cette derivee a meme valeur a des infiniment petits 
pres en dega des deux surfaces, et au dela des deux surfaces. 

2. Supposons maintenant que la double couche soit tres mince, mais non infini- 
ment mince. Nous la decomposerons en une infinite de doubles couches infiniment 
minces. Pour cela entre t et t f nous ferons passer une infinite de surfaces 
S l9 S 2 , . . . , t u (n tres grand). Soit E un element de X, et E l9 E z , . . . , E, m E' les 
elements oorrespondants de S }) S 2 , . . - , t m %'. Nous avons sur E une masse /x et 
sur E' une masse — /x. Plagons sur E l une masse — ■ ^ et une masse xi qui se 
detruiront ; faisons de meme pour E % , E& . . . , E„. Associons la masse — - /x de i?! 
avec la masse /x de JK, faisons de m&ne pour tous les autres elements de E, nous 
obtiendrons une double couche formee par les deux surfaces S et 2 X ; je l'appelle K v 
De meme en combinant la masse -/xde E. 2 avec la masse /x de E l9 j'aurai une seconde 
double couche que j'appelle if 2 > et ainsi de suite jusqua la double couche K n due aux 
masses — /x de E n et /x de E n _ v et a la double couche K u+J due aux masses — /x de JE' 
et /x de J5> 

La double couche proposee est done remplacee par n + 1 doubles couches ele- 

mentaires. 

Soit alors v et i/ les potentiels aux points M. et M' d une double couche elemen- 
taire K; soient P et P f les points ou la courbe C qui joint M a If' perce les deux 
surfaces de cette double couche elementaire If. Soient it; et w' les potentiels de K 
aux points P et P\ Soit d£ un element de la ligne (7, et dj//dZ la derivee du 
potentiel de fT le long de cette ligne, nous aurons : 

w — id = 4:ttS 1 . PP' cosy l5 

Si etant la densite au point P et y 1 Tangle de G avec la normale 

[ p dv 7 , , f Ji '^ 77 

7; — i# = — ~~ cw, iv — v = — ■--■ clL 
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Je puis done ecrire : 

[ M> dv 
v — v r == 4?r8 1 PP / cos y 1 — — c?£ 

parce que Tare PP ; est tres petit par rapport a i¥M', a la condition d'attribuer sur 
cet arc a dv/dl la m6me valeur qu'au point P en dehors de la double couche. 
On peut observer que si dcr est un element de la surface 2, c/cr 1 1' element correspondant 
de la surface a laquelle appartient P 5 on aura : 

§d(T = S^CTj. 

Nous pouvons done ecrire 

F = 2v 9 F = J§V 

d'ou : 

Le premier terme est de 1'ordre de tPP f = MM. Le second est de 1'ordre de 
(MMf ; car dr/dl est de 1'ordre de PP f et ^Tf de 1?ordre de % PF = ^^ Nous 

pousserons l'approximation jusqua (MMJ 2 . Si comme nous le supposons la courbe (7 
est normale a 2, Tangle y x sera de 1'ordre de MM' ; nous pourrons done remplacer 

cos y l par 1, l'erreur commise sur F — F sera de 1'ordre de (MM"') 3 . Maintenant 

dv . _ 

if — sera sensiblement constant et egal k dV/dn, e'est-a-drre a la derivee de V estimee 

suivant la normale au point M et du c6te exterieur a la double conche comprise entre 
les deux surfaces S et % f . 

Appliquons eela a revaluation du potentiel de |K, et pour cela revenons encore a 
notre double couche tt f ; soit M" un point de C compris entre M et M ; soit v" le 
potentiel de la double couche elementaire K au point M", V" = %v" le potentiel de la 
double couche totale. 

Supposons d'abord que M " soit entre P' et M\ nous aurons : 



v — iv — — \ — at : iv f — v" 



i dl 



" F dv ,, . ,. r M "dv 77 

d'ou : 

.J£// 7 

v — ?/' = 47rS 1 PP / cos y x — 



77 Ct 6. 



Si M A/ est entre M et P, nous aurons simplement : 

r M/ ' dv 
v-v"=-\ -dl. 

Nous aurons done encore 

V - F' = 47rSXPP'cos 7l y - - f> J *l 9 

2 Y 2 
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mais avec cette condition que dans le premier terme du Ksecond membre la sommation 
ne doit etre etendue qu'aux doubles couches elementaires comprises entre M et M/\ 
On aura comme plus haut : 



D'autre part : 



dv 
dl Z 


dV 

~ 'dn ' 


COS -J 


dor 

da-. 


MP 
" ^ MM f 


da 

da 1 



1. 



d'oii nous tirerons 



V 



L 



v/ 



MM"* Vela 

4tt8 . ¥#" + 2tf8 ---p--™ I — ; 

L 



1 






iifM". 



Nous poserons d'ailleurs 






1 



i//#/ 7 



de facon que Ic soit iini, et que 



df 



F- F" = 4?rS . .MiM" + 2rfS(i¥xlf // ) 3 - '-MM". 



Si le point M" est au dela de i¥', on aura 

F - F" = 4*810/' + 27r£S( JOf ) 



^ JO/" 

dn 



)t s'il est en dega de Jf : 



p 



/■ 



pr// 






Cela pose, partageons la couche (7, qui est comprise entre la surface de E et celle de 
la poire, en couches infiniment minces par une serie de surfaces tres rapprochees, que 
j'appelle A , A l9 A^ . . . , A H ; A Q coincidera avec E {) et A n avec la surface de la 
poire. J'appelle C p la couche comprise entre A p _ } et A r Je suppose que Ton concentre 
la masse de G, p sur E en suivant les lignes //,, v = const., qui jouent ici le role que 
jouaient tout a Theure les courbes (7. J'appelle % p la simple couche ainsi obtenue. 
Alors S est la somme de toutes les simples couches % p . 1/ attraction de C p , moins 
celle de S f „ est Tattraction d'une double couche D p , et il est clair que JK est equivalent 
a Tensemble de ces doubles couches. 

Soit v le potentiel due a rune des doubles couches D p> soit 8 P la densite de t p 
en un point M de B Q ; soit P un point de A p et M" un point quelconque de J$l, Jf' 
un point de la surface de la poire. Les quatre points M, P, M' et -A/ " sont suppose 
situes sur une meme courbe /x, v = const. Si alors v et 1/' sont les valeurs de t 1 en 
et en 7W ;/ , nous aurons : 

•" = 4ir$ p AiM" + 27r#SyVitf' /3 - J iff if" 



v 



ir 



ife 
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si M " est entre M et P : et 



v 



dv 



v" = 4^iWP + 2rtvhj{MPf - ^ JOf 



// 



si P est entre M et M /; . 
Soit V=Sv et F" : 



-§V' les valeurs du potentiel de fft en M et en M", nous 



aurons : 



rfr. 



V- V" = 47r[Z'8 P MM" + X%MP] + 2wk[2%(MMy+2'%(MP)*]-^MM''. 

Nous remarquerons dans les parentheses du second membre deux signes de 
sommation differents *£' et X" \ ^ e premier X' s'etendra a toutes les doubles couches 
situees entre M ff et la poire, le second J^ /; a toutes les doubles couches situees entre 
M fl et Tellipsoide E Q . Nous conserverons le signe X P our ^ es nominations etendues h 

toutes les doubles couches. 

Posons alors MP = I, de sorte que — h p d<r qui represente la masse de la partie de la 
couche C p qui correspond h, 1' element dcr sera dcr p dl, dcr p etant V element de A p qui 
correspond a dcr ; or 



d 

d 



a 



1 = Id, d'ou : 



d 



cr 



1 



or. 



■p 



d<r„ 1 + Id 



M, 



■p 



d'oti enfin 



8 P = 



(1 - hi) dl. 



Z'8 P . MM" = MM" . [($k(MM)'* - MM') - {\h(MM"f - MM")] 
2>%MP = \k(MM"f - \(MM"f 
S"8(MPf = ilc(MM"f ~±{MM"f 
et si nous posons un instant pour abreger 



MM' 



MM" ~ I 



il viendra : 



V - V" = 4*r£ (Pe 8 - 6 - PC 3 + C) + 4tt (PC 3 - K*) + 2irk? (£ - e) 



- Itt&C 3 - £ 






ou 



V - V" = 4tt (K 2 - £e) + 2tt/, ; (K B ~ ^ + &) ~ I 
L'energie de JH sur JH sera representee par l'integrale : 

i\(V"-V)dr, 



dV 



dn 



dtendue a tous les elements dr de C. 
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Or si par M ;/ je fais passer Tune de ces surfaces tres pen different es de 2, et qui me 
servaient tout a 1'heure a definir mes doubles couches, si j'appelle da" Telement de 
cette surface correspondant a da y nous aurons : 



et 



clr = dcr'dMM" = da'dt, 



dc" 



c/cr(l — kQ. 



I/integrale a chercher est done : 



dadl 



27T (fc - U 2 ) + ** (?€ ^ fc 3 - K 3 ) - 2^C (£€ ^ U 2 ) + K 






et elle doit etre prise par rapport a £ entre et € ; on trouve ainsi 



~7T€ S — § irh^ + i^ 3 — I da . 



Pour rendre la formule comparable a celles qui precedent il faut exprimer e et k en 
fonctions de dv/da et de dcr/du, ddjdu, etc. 
Nous avons d'abord 



dv = c^r 



I'oix: 



(i«T (1 — &£) rf£ 

J o 



€ 



J- /">~-i 
2 /lC ? 






iiwlmri . — ™/t I ^^ 1 

cr 2 \ d<rl 



s 

6 



/(fa; x ° 

\ 



+tM?y\ 



«W \rZcry 



et pour Fintegrale de Tenergie : 



d 



or 






Observons que le calcul a ete fait dans l'hypothese oii la surface de la poire est 
exterieure a celle de JE . Dans Thypothese contraire, il faudrait changer le signe des 
deux premiers termes et ecrire 



t 

eta 



h* 



r dv\s 



d 



a 






do- 



ll reste a calculer 1c. Eeprenons la lettre I dans son sens primitif, de sorte que 



I 



1 



(p 2 -/W 



- v*y 


L '0 


dO 


P 


d%b 





(po* — fi^W — V*) 



2\i ? 
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Nous savons que k est defini par la relation 

da ~ L k( " 

si nous reprenons les notations employees plus haut, nous devrons ecrire u au lieu de l, 
da- au lieu de da" et c/cr au lieu de da; et notre relation deviendra 



da {) 


or — = -~ 

6^r Z 


on a done : 




7, — . i 1Q ^ 


rfor Z dii ' 


et enfin, puisque sur .E Q on a i = £ 




k= + 


1 #0* 
2Z&6 3 • 



Cela pose, dans notre integrate les termes qui nous interessent sont : — 

1. Dans {dvjdcrY les termes 3 f/ S £ M^N* M}Ni Z 3 , qui donnent : 

(j'ecris c/<x en supprimant Tindice devenu inutile). 

2. Dans (dvjdaf le terme f 5 4 / 4 _M" 5 4 iV 5 4 qui donne : 

3. Enfin dans (dvjdaf dV/diC le terme interessant se calculera en supposant tous 
les f mils sauf f 5 . 

(Test la portion de Tenergie de la double couche que nous avons calculee au debut 
de ce travail ; nous n avons done qu'a appliquer la formule etablie au debut. 

D'apres cette formule, si S = S B MN est la densite de la double couche, cette 
portion de l'energie sera : 



— 2*2 



WWW 



VMNU 



or 



2n + 1J 
Mais ici 

Si done 

PM*N* = Z/3MN 

alors la portion cherchee de Tenergie sera : 

SPIVS' f 
I^X? , lM*N*dtr. 

** Je puis done ici reprendre toutes les notations du debut de ee travail, et que j'avais abandonnees 
momentairement, ainsi qu'il est explique dans la note de la page 345. On observera que k est une 
constante generalement negative. 
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Unification des Formules. 

Une difficulte provient de ce que quelques-unes des formules precedentes ont une 
forme analytique differente suivant que Telenient dcr de la surface de E est au-dessous 
ou au-dessus de la poire. II est permis toutefols de prevoir qu'il doit y avoir com- 
pensation, et que dans la formule finale nous retomberons toujours sur la meme forme 
analytique. II reste a voir comment se fait cette compensation. 

Les termes d'ou provient la difficulte sont (outre ceux dus a Taction de JE sur 

1. L'energie de E sur JH dont Texpression est : 



kl^+i- £(?>+*. 



du»[d*) dar+ ***~ { ~ r]dtr - 



div 1 \dor. 



2. L'energie de t sur JU dont r expression est : 



d?V 9 /dv\s 



j du ( da ) d(r +°\ M [da) d « 



J'observe que V l9 dV } /du, V^ sont continus quand on franchit la surface de E et 
qu il en est de meme de 

p - v x = w (y* + * 3 ) 



et de toutes ses derivees. Si done j'appelle 

dV, d»V x i 

dv? ' du* ' 



dV 9 

dm, 



cPV 9 

dv? 



les sauts brusques subis par d^VJdu 2 quand on franchit cette surface, du dedans au 
dehors, la difference entre les deux formules qui! s'agit de comparer sera : 



6 



■£)'^+*f(£K^ 



dit? 



pour Taction de E sur fUt, et 



if(i)^f^+-» 



pour Taction de 2 sur JJl. 



de " du? 



Galcul de D 



dW l 

du? 



Nous nous servirons pour ce calcul de T equation suivante 
puisque A V l = a Texterieur, et — in a Tinterieur, 
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Or si nous nous rappeions rexpression de AF } et que le D de dVJdfi y cPVJd/j?, 
dVJdv, fPVJdv 2 est mil ; ainsi que celui de dVJdp, il vient : 



d'oh 



Done 



jr. 



iBC.DAV, =D 



tPV 

J) ^ 

diP 



D 



tP V l 
dp* 



cPp T-.dV, 
— L L) — 

d%P dp 



dlBCdV; 
dp \ A dp 



A. dpr 



2 ? 



/l'^DAF, = 47r^ 2 . 



du) ~ dp* 



\du l 



4:7T. 



Calcul de D 



du s 



Calculous d'abord D 






; pour cela nous nous servirons de :- 



I) 



dp 



0. 



Si nous observons que : 



■r^ d? V, T . d V, 
D ~~--} = D ' 



dp* 



d/j, 



D 



d*V x 
dfjuip 



D 



(PV 



et de meme pour les derivees correspondantes par rapport a v, je puis ecrire : 



D dA r V L=D d 



dp 



dp 



1_ d^/BOdV{\ 
jA.BG dp \ A dp /[ 



Mais d'ailleurs on a : 



JW/) 



d0 7 Z 
— = rf^ ~ 



1 



'BO = Hj 9 



H etant independant de p ; nous pouvons done ecrire : 



BGdV\ Hl {) dV l 



A dp 



1 d (BCdV- 



P du ' ABC dp \ A 



l d fffl dV Y \ _ g d fdV^ 



H du \ P du 



= D 



du 



d!oh. enfin : 



/ an d L ( d Ii\ . 1 D ^i _ ^ D ^i 

dw» \Pdu ' P du^ Pdu (M 



7 ^ d $ V l Ml 

JJ —— ==—--- 47T = + 16™. 

dvf* Idu 
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Calcul de D 



dv ; 

du 



D'apres la propriete fondamentale des surfaces attirantes, on a : 



du 


dv 
do 


Calcul de D ■ j* 



du 2 



Pour ce calcul nous nous servirons de 



r* 



= J9AK = D 



2 



1 cZ (BCdV: 



jA.BG dp \ A dp 



V du* 



d'oil enfin. 



T) 3 



2dZ -, i K, 

Pdu du 



dv 2dl 

4z7T 

da Ldu 



" du \l 2 du 







8 irk 



dv 
do 



En resume la difference entre les deux formules qu'il s agit d'identifier sera :• 
1. Pour Taction de E sur 



1 

6 



Cl -)D Vl da + -A I) V. 1 



/dv\' 6 



. U<W 



£fo 



: °- + -^ K'rll)^ 1 ^^ |Tr|(^)^ + i7r A(~^ ^. 



V' 



cZo- 



*6 ? 



2. Pour Taction de 2 sur JK 



d 



cr 



\da. 






cr 



2tt 






s 3 



d 



a 



** ' * (f P°"- 



3. Pour Taction de JK sur JE 



rf 



0" 



l1 \ ^ 



V^A 3 



cr 









d 



(T 



7T 



(dv \ 3 



da. 



■Jhr*( : r-) + 



du \daj 



4 
3 



■7T 



fdv\% 
da 



da +^\ h \£) da - 



soit au total zero. 

Nous pourrons done employer indiff&remment Tune ou Tautre formule sans nous 
inquirer de savoir si la poire est au dessus ou au dessous de Tellipsoide, pourvu que 
Ton se serve des formules correspondantes pour le calcul de tons les termes. 

Nous choisirons desormais Thypothese interieure. 
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Oroupement des Formules. 

Nous allons maintenant grouper ensemble les termes de meme forme, afin d'addi- 
tionner leurs coefficients. 

Nous avons d'abord a envisager les termes en £• f I ; le premier que nous trouvons 

est :— ■• 



2 ?6 H dp* du \P dn) M * ' 5 l l a ^ 



Nous avons pose 



dtp n 



dp I* ' 
XI etant une constante. Nous avons d ? autre part : — 

dp [_dpdO _ (j? 3 JZ_ a3 ) V ~~ 68 ) V "iff (ft) 8 - A* 8 )*(Po 8 - v*f _ Ap) I 
chi ~ dd du ~~ ~ " 7 (/>* — /* 8 )(/o s — "v 8 ) ~~ p l Q 

en designant par f (p) une fonction de p et par l ce que devient I pour p = p . Nous 
deduisons de la : — 

r£ / cZp\ /v/ .dpi 2 , /,/ ,2ldlldu ffft , ^ r >, , I dljdu 

to[p£) =•* b) j u i +f(p) —j^ = T & + 2 ^ ^ -f 



et pour p=z p Q : 



L(>£) =*>+**>)£■ 



Qu'est-ce maintenant que dljd.u pour p = p ? 
On trouve 

* _ !? ^ _ A?) d i ? _ /to> ^ 



Calculons encore la derivee seconde : 



$__( dp\ 
dv? \ ' du * 



Nous venons de trouver : 



z dl 

± ( d f) = tL t + 2 11Jp % 

du \"duj p Iq p 1$ 

On trouve de meme : 

d[ jifdlY r dH 

<L I ±\-£ (fi'\ ft i /W' _ 2 J1\ '3 . T W , 2 / 3 4p' 
<w \ p <?»/ ~ rfp v p ) P i* "* \ p* p) i s "*" P * / 3 "^ p 2 v 

2 z 2 
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ou pour p = p {} : 

c? a / dp 

da 2 \ clu . 

Posons 



/ 1 (^ 1? + / w 






/> / 



p* 



2 n 7* < M a, ^ 

p 3 / ffy) p 3 



)■/ 1 






.pJit 



n 



// 



o 



w ? -j-i< 



/••• 







] et 3S seront des constantes dependant settlement de p et faciles a calculer, 
aura, pour p ■=. p : 



On 



ffy> 



Or nous avons pose plus haut : 



n °I^W^ 9 = ^-^ 



et nous avons trouve que le coefficient cherche etait egal a ^12;, nous avons pose 
mi peu plus loin :— 

PM*N* = t/3 ; M]N r 

En rapprochant toutes ces fornmles, nous trouvons : — 



(X o I <\<% ^P* 



rfp 



ous avons trouve ensuite comme terme en ii £) 



4?r f l*M h *N: 2 M;N; ~ 72 'S-efcr + ;r ~ - - i2/# f PM*N*MiN, d r da. 



7 



2 71 + 1 



<#M 



Si nous observons que cWjdu se recluit a I pour p = p 0? nous trouverons pour le 
coefficient en question : 



o 



tt/3 A fR' 6 S 5 + or ^T i2/S 



2«< -f 1 



Enfin dans renergie de JH sur J% nous avons encore un terme en ^ ^ qui a pour 
coefficient : 



2tt 



M£N£MiNPd<r 



Je prends le signe — parce que j'ai adopte l'hypothese d'apres laquelle JK est 
interieur a E . 

En reunissant tons ces termes, je trouve que le coefficient definitif de & ij f est 
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Remarquons encore que nous avons trouve :- 



dP dp 

dp d.u 



P n ~ P - 

1? ° du 






Nous pouvons en deduire : 



4 J) Q 

— "3 TTil^Oo 



£ 
p 



b 



*q" TT -jCTaOo • 



3 



*v' & 



Je rappelle que f rrf n est autre chose que le volume de E {) . 

Passons maintenant aux termes en £\ ; le premier que nous rencontrons a pour 
coefficient l'integrale : 



i_ 

"2 4 






/ P \ 



d? M\ P W ° ° 



24: v aw v ^ 



O *' 5 



Supposons que Ton veuille developper en serie de Lame la fonction 



vM?m 



et soit 



O 



3 iV 6 8 =: sr,M^ 



les Ti etant certains coefficients, qui naturellement dependront de />, nous en 
deduirons : — 

dp ti ° dp 



■ i^ T I 



4 



3/ 



2 



/<#\ 3 



™T~ // 



d 3 / 

dp 9 - 



Id T~1 






79 T" 1 



II est clair alors que nous aurons pour le seul coefficient qui nous interesse, qui est 
F 5 et que je designerai simplement par F ; — 



o 6 r 5 







FM K WM<r 



fl* 



dp 



dl 



41 l 4 >' r MJ'NM<r; a 

dp b ° 



5 ^? 



4 



OM 7 T t 7 a 

, \ d P/ dp\ 



MJNMo; 



Cela nous montre, en rapprochant de 1'expression de ■— ( p ~ j, que si nous posons 



du* V du r 



pour abreger ; 



€y 



24 p dp \ p J 



1 48 \ p 3 



-); % x ^ U * f 



48 /> 3 ' 



le coefficient du terme envisage en f \ sera : 



., 



<a; 1 ro 6 + ©, ^ n 6 + IE: ^ n 6 - 
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Vient ensuite comme terme en f 5 * 



4 !T L 

H 6 



7 



l*MS>N* 






acr. 



Pour le calcul de ce coefficient, II nous faut cPOJciu 2 , quant a {d-6/duf c'est P 

Or nous avons : 

dO P d?6 21 dl dp 7 tM / 

r^z/y l ? c£?r ^ e£p du * dp p 5 

ce qui nous donne en definitive pour le coefficient cherche : 



2 



7T 



21 



-« // 5^ra 5 + ^^A Z ? : % 



p 



Enfin dans Feiierine de ftl sur f$L nous avons deux termes en $ 4 ', le premier a pour 



coefficient 



70 

6r 



I 

6 J ^ 



7T ^Pjtf *NAlaz=: 



f cW 

p d f} 



12 ■ r/c °' 



(je prends le signe — a cause de rhypothese interieure) et le second 



fsm$ 



•j -i-A f~*i' -*-'-' v-~ J V 



/U 



2n + 1 



u t , 



En reunissant tous r ces termes, nous trouvons finalement pour le coefficient 



CO ck I' 



i + -hn R "A 



I 12k *t~ 



P 



p . 



d.T 

— ft. 

dp o 



70 5"! 

.' -~ a 



tr 9 



4- Iff n 

" ftp"' 



o 



£ ; 73 2 7?' Q' n 

4 o i 1 ^? ; /ly ^'° ?■ ** 

^7T -f- 1 



Observons que R" B S B est egal a jR 5 $ 5 au.facteur constant pres R"JR h > qui est egal 
d'apres Tequation de Lame a un polynome connu du second ordre en p*. D'ailleurs 
R b S 6 est egal an facteur | pres a R 2 S^ qui figure dans Fexpression de H 05 et cela 
parce que le coefficient de stability correspondant a R b doit s'annuler pour l'ellip- 
soide E Q . 

Calcul du Moment d'Inertie. 
Le calcul de J est plus facile ; nous avons en effet 



/ = 



(y 2 + z % ) dr 
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]/ integrate etant etendue a tons les elements dr de la poire ; le moment d'inertie de 
Tellipsoide JS sera 

.^integrate etant etendue a tous les elements dr de Fellipsoi'de, et la difference J — J 
sera la m6me integrate etendue a tous les elements de la couche comprise entre 
Fellipsoide et la poire. Posons 



clQ 



Q = y 2 + z 2 — Qo + U ^ + • • • 



Nous aurons 



t/ — - U Q 



Q dud 



or 



Qo + u 



du 



dud 



or 



dv 

dor 



Qo T- dcr + i 



Q 



■dQ [dv\* r 

cm \daj 



II nous faut done calculer Q et dQ/du, nous avons pose plus haut 

Q = BJ^M.N-, + B,R 3 M,N, + BJt^MJST^ + B II. 
Pour p = p , IT est nul ; de sorte que : 

Q - B.RfM.N, + B,R^M,N, + B,R^M 4 N,. 

Comme les fonctions i^ ne sont definies qu'a un facteur constant pres, nous pouvons 
supposer que R x = I, et que le coefficient de p 3 dans i2 3 et dans J?^ est egal a 1. 
On trouve d'autre part : 



d'oii : 



dQ 
dp 

dQ 
du 



2 P 



2/1 



\p? - W) (k 2 



iiiMiirnn 



c 



,2) („2 



(tf __ Ci ?) (53 _ c 2j I ( c 3 „ C6 2) ( C 3 _ J2^ 

(^_ &2) ( y a _ 52) (^_. C 2)^2 __ c ay 



Cette expression pent facilement se mettre sous la forme : 



du 



C\lM l N l + cyif^ + C\IM^ 



oil les C sont des coefficients numeriques faciles a determiner. 
Nous trouvons d'abord : 



Q Q - da 



,or 



ldo-(B l R^M l N l + B,R»?M,N, + B^MJV^t&MiNi. 



d'oil : 



dv 



tier 



(car nous savons que fi est nul). 
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Passons an calcul de 

i f ^ (£\* da . 



9 ' du Ydor 



Nous pouvons reduire (dv/dcrY an terme unique : 

Le terme cherche se reduit done a : 

| £* p 3 M 6 W 6 8 (C^N, + C,M n N s + C^N\) da 
c ? est~^~dire h, : 

de sorte que finalement : 

J" = Jo + ^5 3 «3°% + fM^ + W WA + G^A, + C^A) • 

Le calcul des coefficients JB S R^ £1^ et BJR^Q^ est aise. 

Si en effet a 1? 6 1? c ]? sont les trois axes d'un ellipsoide, on sait que son moment 
d'inertie est : 

J = ~ a^ (6/ + Cl «) 
d'ou : 

rft7" 4.7T - / 7 o , o\ ^ ^Tr , 9 gx <£7" 4-7T ,, 9 

r&x 15 ^ rf& 15 \ i * i h c i c jg ^i'-m l^i i °°i / * 

Si nous ajoutons a Fellipsoide une couch e infiniment mince d'epaisseur, 

la figure reste ellipsoi'dale, mais les trois axes subissent des accroissements 

oil ? (l) , ifcf 3 (i) 3 N£ l) (i = 1, 2, 3) sont les fonctions Z, i¥ ?)? i\T s , oil on a fait respective- 
ment :— 

Pour i = 1 jjl =z h v •=. c p = p 

^ = 3 fi 7=i a v — h p = p 

On voit alors que 
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Dans les derivees dJ/da^ etc., on a fait bien entendu 

On trouverait de me>me l'expression de i> 4< i? 4 O 4 . 



Conditions de la Stabilite. 

Soit Z7 Tenergie de gravitation de la masse envisagee, J le moment d inertie, <o la 
vitesse angulaire ; Tenergie totale sera : — 

U + \a> 9 J 

Soit co la vitesse angulaire de l'ellipsoide critique JE et posons : 

W = Z7 + Jco a .7 

co 2 = co 2 + 2e 



notre energie totale sera 



W + e J. 



Nous avons trouve plus haut le developpement de W et celui de J jusqu'a lapproxi- 
mation qui nous convient ; nous avons d'abord : 

Nous avons appris a calculer les coefficients (?,-, H > et Qi ; nous remarquerons : 
(l) que les G- t ne sont autre chose que les coefficients de stabilite ; (2) que G h est mil, 
et qu'il en est de meme de Q 5 ainsi que de tous les coefficients Qi qui ne se rapportent 
pas a une fonction de Lame paire et uniforme. Comme U se compose de deux 
parties qui joueront un role assez different, j'ecrirai : 



IT 2 1^ II 5°5 1 2 ^ 

r P - 






H =II+ H', 

RZft'.fi'. 

Nous avons d'autre part : 

« 

et nous avons appris plus haut a calculer les coefficients y. 

On obtiendra les equations qui definissent la poire, en ecrivant que les derivees de 
l'energie sont nulles ; on trouve ainsi : 

vol, cxcvjn. — -a, 3 a 
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1. Par la derivee par rapport a f 5 : 

2# & 2 + ey + 1Q£i = 

2. Par la derivee par rapport a £ 3 : 

3. Par la derivee par rapport a ^ : 

26? 4 £, + Q,£ 3 + ey 4 = 

4. Par la derivee par rapport aux autres £• : 

2<?,6 + Q&* = 
Le rapprochement de ces diverses equations donne : 



f 6 



2 



2 






■MuXm a 



/ 



0s7s 6 4 74 



^ / **>37 8 ^474 \ A 



La quantite dont il faut determiner le signe, c ? est : 



Or 



Posons alors 



d'oii 





ct)?y — - coq^/q - — o)q 


J - 


7" — £ 2 /., ^78 




%7s 

<> 


• 





co 



26r 4 / \2^ 26r 4// 

2Gr, 



2i7 - 277' 



rn 



On voit que la quantite dont il faut determiner le signe sera : 

/ A \ wJ " ^ — T _J_ 1 / ^ 7 / 74 - 3 "\ /v ^'i 9 77 9 77'\ 

(A) o> f 6 3 "" " 7 + T W " 2ff 8 ~ 26?;/ r 2ft " ~ / • 

II est aise de verifier que cette formule (A) est homogene ; voici ce que j'entends par 
la. Les fonctions de Lamb Mi ne sont definies qua un facteur constant pres, et nos 
formules, pour avoir un sens, doivent etre homogenes par rapport a chacun de ces 
facteurs constants arbitraires. L'integrale 



'l — ~ 1 v ^ rjL l ■*- ' i 



est evidemment proportionnelle a la quatrieme puissance de ce facteur, puisque ce 
facteur entre egalement dans M t et dans N- ( . 
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Nous devons done verifier que la formule (A) est homogene par rapport ii n h et 
en particulier par rapport a ft 5 . Pour ecrire, par exemple, qu'une quantite (B) est 
proportionnelle a la a" puissance de fi ; et a la /3 e puissance de fl 5 , j'ecrirai : 



Bozilf-ilJ 3 . 



Je trouve ainsi : 



/3A = iPMtNfMiNfilo- ocn, v /0; 



d'oii 



De meme 






'&*** 



r ; o ; = I l 6 M 5 8 N 6 s MiNi(lo- <x n 5 W 



^"4 



d'oii 



et 



X v OC uZ'K AZ'g"' 



'5 —a 



F = l\ oc -— oc ---- OC Ox. 
ftp «/r 



o 



o' 



On trouve ensuite 



JBTocrn 5 cxxi 5 3 ; J3 7 oc # 2 n. oc n* ; Gi oc n t 



et enfin 






ft 



r.3 



X-" —2H—2H' a. fl 5 3 

6-;. 



Les coefficients appeles plus haut B* et C 4 - dans le calul de J sont proportioned a 
flr^ ce qui donne : 

y oc dfifli oc f$ is /£li oc X2 5 ; 



y 3 oc £? 3 O s oc y/Og ; y 4 cc Z?^ oc ^/n 



4 



et enfin 



D'autre part : 



et 



Qffi fiiVLiyJ&i 



Gi. 



OC' 



U£<j 



OCy/H^QC fig 



rccX2 5 . 

J" 7i 3 fie- 

oc— ? oc — oc 1 



« 2 #j Hi 



j; 



73 



2 



74 



o) 3 203 2£ 4 , 



«x 1 



de sorte que finalement le second membre de notre formule (A) est homogene et de 
degre 1 par rapport a n 5 et ne contient pas les autres O,-. 

3 A 2 
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Determination des Integrates, 

Dans les coefficients et les formules qui precedent entrent diverses integrales, et 
nous devons cliercher a les calculer. 

1. Les axes de l'ellipsoide JE etant supposes coimus, on formera aisement les 
diverses fonctions H^ ce nest qu'une afiaire de calcul algebrique ; on a a resoudre 
diverses equations algebriques, et ces equations sont du second degre pour toutes les 
fonctions de Lame d'ordre 0, 1, 2, 3, et pour quekjues unes de celles d'ordre 4 et 5. 

Les fonctions R t etant formees, on aura immediatement les valeurs lip, qui corre- 
spondent a p = p et aussi celles des derivees successives Ii r ^ R n h etc. 

2. Dans nos equations figurent les integrales Si ; or le calcul de ces integrate 
se ramene a celui des integrales definies : 



s 



r , /do\ i 



1 ' . r 

Quelle est la forme de la fonction — , qui figure sous le signe ? Nousallons 

Texprimer en fonction de 1' argument elliptique 0, et nous emploierons la notation p et 
3 de Weierstrass. Soit 

Ri = Ilill'i 

III etant le produit de 0, 1, 2, ou 3 des facteurs \/(p 2 — a 2 ), ^(p 2 — 6 2 ), v /(p 2 — c 2 ) et 
n^ un produit de facteurs de la forme p 2 — X/. Nous poserons : 

p 2 — a 2 = P (0) - e x ; />* — &* = ? (0) - % ; p 2 - c 2 = P (0) - e 3 ; 

e i + e 2 + e 3 = I 
d'ou 

p* _ p (0) = a 2 - e x = 6 2 - e 2 = c 2 - e 3 = 1 (6i 2 + 6 2 +c 2 ). 
Nous avons d'ailleurs comme on sait : 

P (wj) = e 1? P (co 2 ) = e a , P (o> 3 ) = e 3 . 

La valeur zdro de Fargument correspond a p = co 3 et nous appellerons # et jE^, 
les valeurs qui correspondent a /> == p ou a p ' = \/ £ . 

Considerons alors la fonction 1/Rp comme une fonction doublement periodique, et 
decomposons-la en elements simples. Les elements simples seront :— 

1. Un terme constant. 

2. Des termes en 

P (0 — CDi), P (0 — 6)3), P (0 — w 3 ) 

provenant des facteurs x /(p % — a 2 ), v/(/) 2 — 6 2 ) 5 v^F ~~ c *)> c l ui peuvent exister 
dans R. 
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3. Des termes en 

provenant des facteurs /r — \/. 

Les coefficients de ces divers termes, sauf le ternie constant, peuvent se determiner 
par un calcul purement algebrique. 

Quant an terme constant, c'est une fonction lineaire non homogene des £ (q), fonction 
lineaire dont les coefficients peuvent se calculer algebriquemei.it. 

L'integrale indefinie contiendra done des termes en 

0, ot(*.), 'C(o~^l t(e- aa ), c(0- ai ), iog|^--j, 

1(0 - e K ) + i(6 + e K ) 
ce qui donnera dans l'integrale definie des termes en 

O ; #o£ ( e *) ; £ (#o — w *) + £ ( w ;) = £ (#o — «■»<) + ^ ; 

l 0g I i&±£s) . ^ _ £k) _ h £ ((?o + €m)m 

Le calcul de Si se ramene done au calcul de ces diverses quantites. Connaissant S,-, 
on aura immediatement S'i et >S" par les formules 

B'jSi - EM = 2n + 1 ; !?"<# - Rfl'i = 0. 

4, Nous avons ensuite les integrales doubles : 

n i =ilM*N?d<r. 

M$ est un polyndme entier connu en 9(0^) ; N? est le meme polynome en i g (0 2 ) \ 
nous avons d'ailleurs ; 

Ida - de x de %s / - 1 (i/ 3 - /x 3 ) = de Y dQ\/ - i [p (# 2 ) - p (^) j . 

Quant aux limites d'integration, elles sont donnees par les equations 

a 2 >/x 2 >6 2 >^ 2 >c 2 , 
d'ou 

e 1 >P(^ 1 )>^>P(^)>e 3 

ce qui montre qu'il faut faire varier ] depuis a> x — - a> 3 jusqu'a g^ + a> 3 et # 2 depuis 
co 3 — co l jusqu'a w 3 + fc^ le long des cotes convenables du rectangle des periodes. 

Les limites etant constantes, l'integrale double se ramene a une combinaison 
d' integrales simples : 



ll- — ^/ ■— l . 



M»<W X N?v (0 8 ) dd 2 - N?dd % M?f (d x ) dd x 
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Ces integrales simples se calculent d'une fagon tres simple. On peut par un calcul 
algebrique decomposer M- 2 et M^(0 } ) en elements simples, c est-a-dire, en polynome 
dont les termes sont des multiples de &(0j) et de ses derivees. Parmi ces termes nous 
retiendrons seulement le terme constant et le terme en P^). Le premier donnera 
comme integrales co 1 et a> 8 , le second tj 1 et tj 3 a un facteur numcrique pres. 

Le calcul de Hi est ainsi ramene a celui des periodes a> et rj, 

5. Nous avons ensuite les integrales 

aSi = f l 3 M*N*MiNid<r = </- 1 . f l*M*N b *MiNi [p (6 2 ) - P {B^\d Q \ d h 

j 

Ici encore M^ Mi est un polynome entier en P($ x ) et N^ Ni est le meme polynome 
en P(# 2 ). On a d'ailleurs : 

1 J 



(^ - ,**) fa* - v 2 ) [P W - P (*„)] [P (*s) - P WJ ' 

Notre integrate double se ramene encore a une combinaison d'integrales simples. 

M^MicWj [ N*N® (0 3 ) dO, [ N^Nidds [ M£M® ( } ) dd, 



Qfii= >/-l. 



,' P (*i) - P (*<>) J P (* S ) "™ P (*o) - P W - P (*<>) J P (*i) - P W 



Le calcul se fait de la meme maniere. Chacune des fonctions sous le signe J doit 
etre decomposee en elements simples, ces elements sont une constante ; P(#j) ou ses 
derivees, et enfin : 

¥ (0o) 



m + 0o)-Wi-0o)-H(o<>) 



PW-P(«o)' 



Les coefficients de cette decomposition pouvant se calculer algebriquement, 
l 5 integration introduira, outre les periodes co et 77, deux transcendantes nouvelles, 
qui seront 

- 4£ (0 O ) a, x + log^— ^^ = 4^ - 4o^(0 o ) 

qui se ramenent d'ailleurs toutes deux a O et a £(0 O ) 6 
6. Nous avons ensuite Tintegrale 



a 



^p 



qui est la derivee de la precedente par rapport a p. (Ici p est, bien entendu, pris 
egal a p .) 

Elle depend des derivees par rapport a p des quatre integrales simples qui figurent 
dans l'expression ei-dessus de 12;/?,. 
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La derivee de chacune de ces integrales simples se calcule d'ailleurs aisement. 
Chacune de ces integrales est mie somme de produits ou Tun des facteurs est 

1, a)/, rji, ou y]i0 o — (*>i£(0 o ) 

et ou 1 ? autre facteur est un coefficient calculable algebriquemeftt. 

La derivee de ce coefficient par rapport a p sera ainsi calculable algebriqueinent, 
et quant a la derivee du premier facteur elle sera : 

u, u, u, ou Vi ^ „■ ^ - _ V{( ^ 3 _ a2) (ft8 _ 68) ^- c3)} . 

II ne smtroduit done aucune transcendante nouvelle. 



7. Considerons maintenant l'integrale 



xi 5 r 



l*M*NM<r. 



Nous aurons : 

P = i 

d'ou : 



« 5 r = y - l 



f 



ifj-y^ 



iV 5 *rf(0 s )rf0 3 [ NJd6 z f M.y(0 l )d0 l 



J [P W - P ( W J [P (ft,) - P ( W J [P W - P ( W [P (fy - P (*o)] 9 J 



On opererait toujours de la meme maniere en decomposant chaque fonction sous 
le signe J en elements simples. Les elements simples seront ici, outre une constante 
P (d } ) et ses derivees : 

et 

P (*i + 0„) + P (#i ~ ^n) ~ 2P (0 O ). 

L'integration introduira done les memes transcendantes que dans le cas de fl;/3; et 
en outre (par Integration du dernier element simple que je viens de citer) : 

ce qui n est pas une transcendante nouvelle. 
7. II ne nous reste plus que les integrales 

„ dV „ cPT 
dp ° ^p :2 

qui sont les derivees de la precedente. 

En raisonnant comme dans le cas de dftj/dp, on verrait que ces integrales n'intro- 
duisent pas de transcendante nouvelle. 

Le calcul de ces transcendantes ne peut presenter de difficulty si Ton emploie les 
formules de Weierstrass reunies et mises sous une forme si commode par les soins de 
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M. Schwarz. On n'a qu'a employer des series tres convergentes procedant suivant 
les puissances de la quantite que Jacobi appelle q et Weierstrass h. D'ailleurs dans 
le cas de fellipsoide E , la valeur de q est si petite que Ton pourrait s'arreter au 
premier terme. Ainsi dans le ealeul de $, de r, de leurs derivees et de £2;, on ne 
reneontrera aucun obstacle ; car il ne s'introduit qu'un petit nombre de trans- 
cendantes : 

w i> M ?» Vi> V$> £(#o)> #o • 

Le calcul ne serait pas tout a fait aussi facile pour Si de sorte que dans ce cas, on 
pourrait recourir avec avantage aux developpements donnes par M. Darwin a la 
fin de son memoire " Ellipsoidal Harmonic Analysis/ 5 et qui precedent suivant la 
quantite qu'il appelle j3. 

Si les axes de Tellipsoide jacobien critique sont comme la calcule M. Darwin dans 

son second memoire 

0*65066; 0*81498; 1 '88583 

on trouve, sauf erreur de calcul de ma part : 





h { = 




I 

2 s 


Wj = 


= 0-53790; 




i X 0-90528 ; 


Vl = 


= 1-1956 ; 


73 — " 


~ i X 0:9080 



{) = 0*27501 ; 
£(0 O ) = 0-71640, 



Nouvelle .Expression des Conditions de Stabilite, 

^a determination de ehacune des integrates ne presente done aucune difficulte, et 
le calcul serait en somme facile si. ces integrates n'etaient en nombre infini. 

Rappelons le resultat obtenu plus haut. La poire sera stable ou instable, suivant 
que V expression 

1 \(0(f ^^S ^(- T /J \ 2br\ 



sera positive ou negative. 

Or nous pouvons tout de suite remarquer que parmi. les quantites qui figurent dans 
cette expression 

2\ J , O) 2 , y 3 , y 4 , 6r 8 , (t 4 , 11 

ne dependent que d'un nombre finl d'integrales, tandis que 

2Gi d 2n + 1 
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dependent d'une infinite d'integrales. Toute la difficulty provient done du calcul de 
la quantite 

Heureusement il ne s'agit pas de calculer la valeur exacte de cette quantite, mais 
de reconnaitre si elle satisfait a une certaine inegalite. Pour etudier cette inegalite, 
il faut que nous mettions en evidence le signe de plusieurs de nos quantites. 

Commengons par les coefficients de stabilite 6> Si nous suivons la serie des ellip- 
soides de MacLattrin, tous ces coefficients sont d'abord negatifs. Le coefficient 
6r 3 changera de signe, tons les autres restant negatifs, quand nous arriverons a 
F ellipsoide de bifurcation, qui est en meiue temps un ellipsoide de MacLattrin et un 
ellipso'fde de Jacobi. Mais a partir de cet ellipsoide de bifurcation, on abandonne 
la serie des ellipsoides de MacLaurin pour suivre celle des Jacobiens. 

Pour cette serie le coefficient G s est egalement negatif, en vertu du principe de 
Fechange des stabilites convenablement interprete. Pour les premiers Jacobiens 
jusqu'au Jacobien critique, tous les coefficients G l seront done negatifs sauf G%. Pour le 
Jacobien critique, tous les G ; sont negatifs sauf 6r r) , qui est nul, et G ?) , qui est positif. 

Determinons ensuite le siVne de 

a>* 2<? 3 2ff 4 ' 

Je renverrai a raon memoire du Tome 7 des c Acta/ et an paragraphs intitule 
Stabilite des Ellipsoides. J'ai explique dans ce paragraphe que tous les Jacobiens 
sont stables si Ton assujettit (a titre de liaison) la figure de la masse fluide a rester 
ellipsoidale, c ? est-a-dire si Ton assujettit tous les £ a etres nuls sauf £ 3 et £ t . 

J'ai expose en mtoe temps la condition de la stabilite, qui avec notre notation 
actuelle s'ecrit 

w -W - -^ (J - J f < 0, 



on comme il s'agit de petites deformations 






En supposant tous les £ nuls sauf £ 3 et £',, et remplagant IF— W et J — . J par 
leurs valeurs, nous trouvons 



G ?l £J + G<tf - ff (y 3 f 3 + y&Y < 0, 



ce qui entraine V inegalite 
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Comme a> 3 ? J~ , et G z sont positifs et 6r 4 negatif, Tinegalite change de sens quand 



on la divise par ~ G s G^ ce qui donne 



ou 





20 J 




7/ \ 
2<V 


^ 7s 2 74 3 


ft),, 3 


(Jo 




7s 

20, 


v 

7 4 " 
2^, 


)<o 



on enfin 

F < 0. 

Passons a la determination de signe de T. Pour cela nous allons envisager le 
coefficient G b pour un ellipsoide de Jacobi tres pen different du Jacobien critique. 

Soit E' Q cet ellipsoide, et |-w 2 + € la valeur de |-or correspondante. Nous pourrons 
considerer € comme definissant 1 ? ellipsoide JE' ; nous supposons e tres petit. 

Soit ensuite S une surface peu differente de E (} et de E Q \ Soit da un element de la 
surface de i^ , et /' la quantite qui joue par rapport a E\ ) et a da le in erne role que Z 
par rapport a i? et a ^o-. Par les difterents points de da f je mene des courbes 
norm ales aux ellipsoides homofocaux a E' , et je les prolonge jusqu'a leur rencontre 
avec S. Soit dv f le petit volume ainsi forme. Je supposerai que la surface S ait 
ete definie de telle sorte que Ton ait 

dv'/da' = rfiM^N* ; 

7] etant un coefficient constant tres petit, Jf 5 # et iV 5 # les fonctions qui j orient par 
rapport a E\ le meme role que M B et N 5 par rapport a E , 

Soit maintenant c^o- un element de JE , par do- menons des courbes /x = const. 
v = const, prolongees jusqu a $, et soit c£<x le petit volume ainsi engendre. Nous 

poserons 

dv/dcr = l^iMiNi 

de sorte que les coefficients £ ; pourront servir a definir la forme de $. II est clair 
que les £ sont des fonctions de c et de 77, developpables suivant les puissances de € et 
de 7). 

Pour e = 0, Tellipsoide E\ se reduit a E , et tons les ^ s'annullent a rexception de 
£ 5 , qui se reduit a 77. 

Pour 7j = 0, la surface S se reduit a E ' ; alors £ 3 et £ L sont des quantites du 
premier ordre, e etant regard e comme de premier ordre, tandis que les autres £ seront 
du deuxieme ordre. 

Si done e et 7j sont regardees comme des quantites du premier ordre, ^ (en excluant 
les valeurs i = 3, 4, 5) sera du deuxieme ordre, parce que tons ses termes contien- 

dront en faeteur soit € 3 , soit ey ; ^ et ^ se reduiront a ---e et a ; 4 € a des quantites 
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pres du deuxieme ordre ; f 5 se reduira a r\ a des quantites pres du deuxieme 
ordre. 

Nous devons calculer W + eJ. 

Dans ce qui va suivre, nous negligerons les quantites du quatrieme ordre et en plus 
e 3 et e*r). Dans ces conditions nous pouvons negliger d'abord tous les monomes du 
quatrieme ordre par rapport aux £ et arreter le developpement de W suivant les puis- 
sances des £ au troisieme ordre inclusivement. Nous pouvons egalement negliger 
les monomes du troisieme ordre multiplies par e, et par consequent arreter 
le developpement de eJ suivant les puissances des £ au deuxieme ordre inclu- 
sivement. 

Nous negligerons en outre : les ^ (i -fc 3, 4, 5) qui sont du quatrieme ordre ; les 
monomes du troisieme ordre en ^ 3 et £ lf qui sont au quatrieme ordre pres egaux a un 
multiple de e 3 ; les termes en £ g k ^ (i =£ 3, 4, 5; h y j= 3, 4, 5), qui sont du 
quatrieme ordre ; les termes en e£ (i -/= 3, 4, 5), qui pourraient figurer dans eJ, parce 
qu'ils contiennent e 3 en facteur et par consequent sont, au quatrieme ordre pres, 
dgaux a un multiple de e 3 plus un multiple de e^rj. 

Dans ces conditions nous devons conserver les termes suivants : 

dans W : W = W + G,& + G& + Q&% + Q&& , 

dans e J ; eJ = &/ + ey„£ 6 3 + ey 3 £ 3 + ey 4 ^, , 

d'ou : 

W + */ = ( W + */„) + G s &> + <?<&» + Qs$o% + <?,& 3 & + eyotf +eyJ S + ey.^. 
Pour tj = 0, cette expression se reduit a 

J*V = ( W + */ ) + ^s 8 + a t ,^ + ey 3 £ 3 + ey& , 

et ses derivees doivent s annuler, puisque le Jacobien est une figure d'equilibre. On 
aura done ; 

2 &$& + *y 3 = 26?^ + ey 4 , — 

d'ou, a des quantites pres de l'ordre de € 2 , ou de er/, 



^ £ _ _ % 






Oomme £ 5 se reduit a ??, pour e = 0, on aura 



W+eJ= (W + cJo) + JOf + f ) + ^(Vo ~ !f - £? 



4\fr' 3 ' G- J ' ■' \/« 2G„ U0 4 . 



en uegligeant e 3 , e~^, e^ ;l . ?? 4 En faisant 77 = il vient 



fc " ' 7s" 1 7i" 



W- = ( W lt + e e/ ) ~ ;^ + ^ 
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D'autre part, comme 17 joue par rapport a /i v , le meme role que £ 5 par rapport a jfi 1 , 
011 aura avec la meme approximation 



W + eJ 



W'„ + GJrf , 







(r'r etant le coefficient de stabilite relatif a rellipsoi'de E' n et au "third zona] 
harmonic." 

On aura done : 

tm ...... ...... -. wk*b: 

2«7, 






« yo 



AG', 



T. 



Si nous supposons que jB 7/ est plus allonge que jS t , € sera negatif, puisque les vitesses 
fie rotation vont en diminuant dans la serie des Jacobiens. D'ailleurs G' b sera positif, 
puisque le coefficient de stabilite a passe du negatif au positif quand on a franchi 
Vellipsoide critique. Done 

T < 0. 



Revenons aux conditions de stabilite de la poire. 
JPosons 

X = 211 + i 



Or 



V 



A %l 






Y 



^0 



ft) () - 



7:f 

2(7., 



— > or ,i 



Nous avojis trouve 



(; : *X + e7 7 = 0. 



e se rapportant a la poire et non plus a .fi" . 



Ct) 



./ 



« f/ () 






2' 



-/ 



rr 



A/i 



7 



r<o, 2 T <o 



Pour la stabilite, il suffit que o) soit maximum, cest-a-dire que e soit negatif; i 
faut et il suffit que coJ soit minimum, e'est-a-dire (pie 



ojJ — ^o^u ^ ^ 



Or e < 0, equivaut, puisque T est negatif, a 



A < , 

(Test done la une condition siiffisante de la stabilite, 

Supposons maintenant X > ; alors T sera negatif, X Y/T positif, et a)J~-— (o J { 
negatif; il j aura done instability 

En resume la condition necessaire et suliisaute pour la stabilite, c est que 



x 



K 



o 
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oil 



ou 



O- 2 
211 + 2IT — 2t~-<0, 



2H ~2 t 2i l Ti ni - t 2Gl <0 - 






Si nous observons que K i est positif, S'i negatif, les G{ negatifs sauf 6r 3 , nou 
verrons que tous les termes du premier membre sont positifs sauf 

211 et - Qf/2G S . 

Si done il v a instability c est~a-dire si l'inegalite precedente n'a pas lieu, il suffira 
pour le constater de ealculer un nombre fini de termes du premier membre. Si au 
contraire il y a stability on ne pourra s'en assurer qu'en calculant la sorarae des 
termes positifs du premier membre qui sont en nombre iiifini, ou en evaluant une 
limite superieure de cette somme. 



